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Modelando a
Dependéncia Espacial

The economy exists in and occupies space on
the map; it is good that we have finally begun
to acknowledge this in our models.

Paul Krugman (Prémio Nobel de Economia)




s+ INTRODUGAD

O modelo econométrico-espacial a ser especificado pelo pesquisador depende
dos aspectos tedricos e empiricos que envolvem o processo espacial subjacente ao
fenémeno em estudo. As defasagens espaciais que serdio incorporadas no modelo de
regressdo a fim de capturar esses aspectos do processo tomam a forma de varidveis
defasadas espacialmente, tais como Wy, WX, WE e/ou We. Isoladamente ou em
conjunto num mesmo modelo, sfio essas defasagens que dio conta de controlar a
dependéncia espacial.

Por propésitos didaticos, a exposigdo € iniciada pelo modelo cldssico de
regressdo linear que representa o processo a-espacial, ou seja, em que nio se leva em
consideragéo a influéncia dos efeitos espaciais:

y=Xp+e € ~ Normal(0,5%1,) (5.1)

em que y € um vetor » por 1 de observagdes sobre a variavel dependente, X é uma
matriz n por k de observagBes sobre as varidveis explicativas exégenas (mais a
constante) com um vetor associado & por 1 de coeficientes de regressio B e € é um
vetor » por 1 de termos de erro aleatério, com média zero e varidncia constante.
Esquematicamente, na Figura 5.1, pode-se representar esse processo a-espacial

cOmo:
X X
Vi Y
e e

Figura 5.1. Processo a-espacial.
Fonte: Baller et al, (2001)
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Nesse esquema simplificado, as regides vizinhas i e J 80 denotadas por apenas
dois retdngulos contiguos. Observa-se que, nesta representagdo esquematica, nio
existe interagdo espacial entre as regides. Em decorréncia disso, a Equagso 5.1 ndo
incorpora nenhuma defasagem espacial. A hipétese de identificago da relacdo causal
expressa na Equacdo 5.1 é que nenhuma variavel explicativa esteja correlacionada
com o termo de erro aleatério. Essa hipétese de identificacdo & trivial em regressdes
usando dados em corte transversal.,

Neste capitulo é adotada uma taxonomia que € uma combinagio das classifi-
cagOes propostas por vérios autores, tais como Anselin (1988), Anselin ¢ Bera (1998),
Anselin (2003), Florax e Folmer (1992) e LeSage e Pace (2009), representando os
principais modelos econométrico-espaciais usados com dados em corte transversal,
encontrados em estudos aplicados. De acordo com essa taxonomia, um modelo
econométrico-espacial envolve a incorporagio de defasagens espaciais a0 modelo
expresso pela equagdo (5.1) a fim de se controlar para a dependéncia espacial. Os
transbordamentos espaciais podem ter um alcance global ou local. As defasagens
relacionadas aos processos espaciais aludidos acima podem assumir a forma de defa-
sagem na variavel dependente (W), defasagens nas variaveis independentes (WX) e/ou
defasagem nos termos de erro (WE ou i#’e).%

Sempre que for pertinente, os modelos sio apresentados na sua forma estrutural —
ou seja, com variveis explicativas endégenas e/ou exogenas 1o lado direito da equagao
—, assim como na sua forma reduzida. De acordo com Anselin (2003), a forma reduzida
€ a representa¢o da regressdo econométrico-espacial em que o lado direito contém
apenas varidveis explicativas exdgenas (X), o termo de erro (¢) e as transformacdes
espaciais delas, tais como as defasagens espaciais de X, Eedese (WX, WE e We).

Neste capitulo, ndo se deve esquecer que se estd considerando trés coisas. Em
primeiro lugar, a classificagio dos modelos ¢ vilida para dados em corte transversal.
Em segundo lugar, toda a discussfio é feita num contexto de equagdo tnica. O
tratamento da dependéncia espacial em sistemas simultineos de equagdes, portanto,
num contexto multiequacional, é reservado para o nono capitulo. Por fim, na préxima
secdo, € apresentada uma classificacio dos principais modelos econométrico-espaciais
tendo como foco o alcance da dependéncia espacial: global. se houver interagéo
espacial entre todas as regides do sistema ou local. se a interagdo se restringir apenas
as regides mais proximas (Anselin, 2003).

As vezes, na literatura, os modelos que incorporam as defasagens espaciais W e WX sio denominados
de modelos de dependéncia espacial substantiva, ao passo que os modelos que incorporam as defasagens
espaciais referentes ao erro (W% e We) sio chamados de modelos de dependéncia espacial residual
(Chasco, 2003),
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Sempre que possivel sera fornecido um exemplo de aplicago, aludindo as
ideias intuitivas subjacentes a cada modelo. Ademais, serdo descritas as consequéncias
para as estimativas, quando ndo se leva em conta as defasagens espaciais no modelo
de regresséo, bem como se fornecera pistas para interpretar os coeficientes de um
modelo espacial, tépico que recentemente a literatura econométrico-espacial passou
a dedicar especial atencdo (LeSage; Pace, 2009; Anselin; LeGallo, 2006; Kim et
al., 2003). Portanto, neste capitulo, a preocupagiio ¢ centrada em incorporar nos
modelos a dependéncia espacial, deixando para outra oportunidade a incorporagdo da
heterogeneidade espacial, o outro efeito espacial. E desnecessario dizer que é possivel
que haja a manifestagfio dos dois efeitos espaciais simultaneamente, o que sera alvo
de analise nos capitulos vindouros.

Além desta segdo introdutoria, o capitulo estd estruturado da seguinte forma. A
préxima segdo apresenta uma classificagiio dos modelos espaciais, com alcance global
da dependéncia espacial. Na terceira se¢éio, ¢ o0 momento de classificar os modelos
espaciais de alcance local da dependéncia espacial. Na quarta secHo, € exposta
a classificagio dos modelos que mostram tanto um alcance global quanto local da
dependéncia espacial. A quinta se¢do expde o modelo espacial geral, incluindo uma
grande gama de defasagens espaciais. A derradeira se¢fo faz um resumo e recupera os
resultados de relevo apresentados ao longo do texto.

s= IVIODELOS DE DEPENDENCIR ESPACIAL DE ALCANCE GLOBAL

Essa classe de modelos econométrico-espaciais ¢ caracterizada por hospedar
a dependéncia espacial cujo alcance do transbordamento ¢ global pela interferéncia
do multiplicador espacial que faz que um impacto sobre a varidvel dependente seja
refletido para todas as regides da area em estudo. O alcance global da dependéncia
espacial refere-se & matriz de variincia-covaridncia plena, fazendo que um impacto
gerado para a varidvel dependente y numa regido leve a uma transmissdo deste
impacto para o restante das regides por intermédio do multiplicador espacial
(Chasco, 2003).

sz1 Modelo de defasagem espacial ou modelo SAR

Suponha que uma inovagdio tecnoldgica que afeta a produgdo esteja se
difundindo através das regides por meio da imitagdo. Dessa forma, é preciso incluir
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no modelo um termo para capturar tal efeito contido na imitagdo de uma inovagio.
Esquematicamente, o modelo SAR® pode ser representado como:

Xi X

€, 8].

Figura 5.2. Processo de defasagem espacial.
', Forte: Baller et al. (2001).

i
/ Nessa representagdo simplificada, pode-se ver que a variavel dependente nas

" regiBes vizinhas i e j apresenta interagfo entre si. De acordo com LeSage e Pace (2009),

agentes econdmicos costumam tomar decises correntes que sfo influenciadas pelo
comportamento de outros agentes em periodos passados. Assim, esse modelo pode ser
eXpresso na sua versdo pura do seguinte modo:

y=pWy+e¢ (5.2)

em que Wy € um vetor n por 1 de defasagens espaciais para a variavel dependente, p
¢ o coeficiente autorregressivo espacial. A restrigdo sobre o coeficiente de defasagem
espacial p € de que se situe no intervalo aberto entre -1 ¢ 1 (Jp| < 1).7

Se o pardmetro espacial p for positivo, isso indica que existe autocorrelagio
espacial global positiva.®® Em outros termos, um p positivo significa que um alto
(baixo) valor de y nas regides vizinhas aumenta (diminui) o valor de y na regifio i. Se o
pardmetro p for negativo, isso sinaliza que h4 autocorrelagéio espacial global negativa.

SAR ¢ acronimo, em inglés, para Spatial Auto Regressive. Este modelo foi pioneiramente proposto por
Whittle (1954).

9

S

De acordo com Anselin (2006), a restrigdo sobre o parimetro espacial p nio precisa ser tio estrita. A
restrigdo sobre o coeficiente de defasagem espacial p é de que (1/0p,y,) < p < (/@) em QUE Doy € Dy
séo, respectivamente, o menor e 0 maior autovalores da matriz de pesos espaciais . Se a matriz W for
normalizada na linha, a restrigso & dada por: (1/@,) <p <1.

Segundo Darmofal (2006), “o efeito de difusdo corresponde a um positivo e significativo pardmetro sobre
uma variavel dependente defasada espacialmente, capturando a influéncia direta entre vizinhos™ (p. 2).
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Em outras palavras, isso sinaliza que um alto (baixo) valor de y nas regides vizinhas
diminui (aumenta) o valor de y na regido i (Klier; McMillen, 2006). Caso o pardmetro
espacial p néo for estatisticamente significativo, pode-se considerar que o coeficiente
€ zero, ndo existindo, portanto, evidéncias de que haja autocorrelagéo espacial, quer
seja positiva, quer seja negativa

O modelo SAR puro informa que a varidvel dependente y € influenciada por
tal variavel dependente, observada nas regides vizinhas (J#). Devido a multidi-
recionalidade da dependéncia espacial, a varidvel W ¢ enddgena, implicando que os
valores de y nas regides vizinhas influenciam a varidvel dependente num processo de
causagio circular. Se incluir o conjunto de variaveis explicativas exogenas X em (5.2),
tem-se a versdo mista do modelo SAR:

y=pWy+XB+s (53)

em que X ¢ uma matriz de varidveis explicativas exdgenas e o restante da notago
permanece o mesmo de antes. O modelo SAR misto, como expresso pela Equagdo 5.3,
¢ especificado para que o valor da varidvel dependente observado numa determinada
regido seja determinado pela média dos valores da varidvel dependente observados na
vizinhanga (#3), pelos valores das varidveis explicativas exdgenas (X) e, ainda, sejam
influenciados aleatoriamente por um termo de erro (g).

A hipétese de identificagdo do modelo expresso em (5.3) é um pouco mais
intrincada do que aquela em (5.1). Continua havendo a necessidade de n#o se ter
nenhuma variavel explicativa contida na matriz X correlacionada com o termo de
erro aleatdrio. Mas, pela condigdo de multidirecionalidade dos processos espaciais, a
varidvel dependente defasada espacialmente é enddgena, ou seja, esta correlacionada
com o termo de erro aleatério. Assim, a identificagdo de (5.3) precisa reconhecer isso
e solucionar esse problema de endogeneidade do componente Wy, escolhendo um
método de estimagio do modelo SAR que leve em consideragio esta endogeneidade. '

Apoés algumas manipula¢Ses algébricas simples, é possivel representar a
Equacdo 5.3 na forma reduzida:

y=(—pW)'XB+(I,— pW)'e (54

Nota-se que a matriz (J, — pW) precisa ser ndo singular para ser invertida. Para
que se verifique a n3o singularidade, a matriz W precisa ter a propriedade de que a
soma de suas linhas e colunas seja limitada a um niimero finito. A normalizagdo da

% Se p=1, o processo estocastico apresenta uma raiz unitéria. As consequéncias disso sdo estudadas no
capitulo quinze.

0 A correta estimagdo de modelos espaciais é assunto para o Capitulo 6.
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matriz W, por garantir que a soma de suas linhas e colunas esteja limitada ao tamanho
da amostra,' evita a singularidade de (J, — pW). De acordo com Kelejian e Prucha
(2010), essa propriedade garante que o processo espacial, representado pela Equagio
5.4, exiba uma meméria que é amortecida & medida que o grau de conectividade
entre as regides diminua. Essa propriedade limita, portanto, o grau da autocorrelagéo
espacial, evitando-se o surgimento de comportamentos explosivos ou processos de
memoria persistente de choques no espago. 12

Para derivar o modelo SAR, expresso em (5.4), lembre-se que foi dito no inicio
desta segdo que a motivagfio para o surgimento de dependéncia espacial na forma
de um modelo do tipo SAR s#o decisdes tomadas no periodo corrente pelos agentes
econdmicos que foram influenciados por decisdes de outros agentes em periodos
prévios. Ou seja, a motivagdo é proveniente de uma dependéncia da interacdo entre
agentes no tempo. Pode-se ver que a Equagio 5.4 deriva-se de um processo gerador
de dados que reflita isso (LeSage; Pace, 2009):

y=pWy- +XB+eg (5.5)

Mas nota-se que y,, no lado direito da equagio pode ser expresso como:

Y1 = pWyia + XB + & (5.6)

Por sua vez, y,, pode ser escrito como:

Y2 = pWy-s + XB + & 67
e assim por diante. Substituindo recursivamente para y,.,, tem-se que:

Y=L+ pW+p W+ p ™ W)XB + p" Wry,_, + £ (5.8a)

E=e+pWei + "W+ ...+ p" W lg (o (5.8b)

em que % ¢ uma matriz de pesos espaciais de g-ésima ordem. Uma vez que E(g,,) =0
para p = 0 até g-1, isso faz que E(£) = 0. Além disso, como |p| < 1, a magnitude do
termo toma-se muito pequeno, podendo ser considerado como zero. Assim, no limite,
¢ possivel interpretar a relacfio expressa num modelo com dados em corte transversal
como um equilibrio de longo prazo do seguinte processo dinimico:

"™ Como definido no terceiro capittilo, uma matriz de penderacdo espacial normalizada na linha implica
que a soma dos pesos de uma linha assume o valor unitario. Formalmente: w; = wil 2w

'® Na presenca de uma raiz unitéria espacial, em que p =1 na Equagio 54, existe uma persisténcia na
meméria dos choques aleatdrios, fazendo com que se tenha um impacio permanente no sentido de que

mesmo regides afastadas do epicentro do choque sofram seu efeito sem que heja amortecimento. A
questao da raiz unitéria espacial ¢ vista no Capitulo 15.
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LUmE(y) = (I.— oW)'X8 (59)
e

Entiio, a motivagio para se ter um modelo SAR ¢ o fato de representar um
equilibrio de longo prazo de um processo dindmico, denotando decisdes tomadas
por agentes econémicos em perfodos passados influenciando a decisdo de agentes no
periodo presente (LeSage; Pace, 2009).

Nos tltimos tempos, houve um grande interesse na literatura pela interpretagéo
dos coeficientes estimados em modelos espaciais (Anselin; Le Gallo, 2006; LeSage:
Pace, 2009; LeSage, 2011). Isso ocorre porque a interpretagéo dos coeficientes B para
um modelo espacial como o SAR torna-se mais rica e complicada a0 mesmo tempo. A
riqueza da interpretagdo surge porque um modelo de defasagem espacial, assim como
outros modelos espaciais, consegue representar a estrutura de dependéncia envolvida
na interacio espacial entre as regides (LeSage; Pace, 2009; LeSage, 2011). Para ver
isso, observa-se que a expressdo (I, - p#¥)! nas Equagbes 5.4 ¢ 5.9 representa uma
série infinita, envolvendo os erros em todas as regides:

(I, = oW)' = (L + pW+ p'W: + p’W* + ...) (5.10)

Essa série infinita pode ser considerada um multiplicador espacial, refletindo
a simultaneidade da interagfo. A consequéncia disso € que a matriz (/, - pW#¥)"' € plena,
implicando que cada regigo é autocorrelacionada com todas as outras, mas de forma
que a intensidade da autocorrelagio decresce por conta de que |p| <1 (Anselin; Bera,
1998). Portanto, o alcance de um choque ¢ global no sentido de que ele se propaga por
todo o espago.!®® No epicentro de ocorréncia do choque, a sua intensidade ¢ maior e, &
medida que se distancia, tal intensidade perde forca.

A interpretagio dos coeficientes num modelo espacial pode ser mais complexo
por conta desses efeitos indiretos e realimentadores entre as regides em virtude da
emergéncia de transbordamentos espaciais. Para se ter uma ideia mais clara disso,
¢ interessante relembrar que num modelo classico de regresso linear multipla, por
conta da hipétese da linearidade e da independéncia dos erros, o coeficiente B tem
uma interpretagdo direta, uma vez que ¢ a derivada parcial da variavel dependente na
regidio i com respeito & variavel explicativa X; (LeSage; Pace, 2009):

av:
B = a—;‘ (5.11)

183 No espago, W estd. neste caso, correlacionado com todos os &, nas regides (Anselin; Bera, 1998).
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Nessa situagiio em que nio existem transbordamentos espaciais e as regides
sdo independentes entre si, sé existe o efeito direto da varidvel explicativa k£ na
regido i influenciando a varjavel dependente na regiéo i, pois o efeito marginal
cruzado de X,; sobre y; & igual a zero (3y; / 8Xi; = 0). No entanto, quando se admite
a existéncia de transbordamentos espaciais, a interpretagdo deixa de ser tdo
direta porque ganha uma riqueza de informagdes sobre as inter-relagdes e efeitos
realimentadores que tomam lugar nessa situagdo. Um efeito realimentador funciona
desse jeito: a variavel explicativa k na regifo / influencia as regides vizinhas que
influenciam, por sua vez, a variavel dependente. Existe outro canal de transmissdo
da influéncia que reside em que a varidvel explicativa k em i influencia as regides
vizinhas que, por sua vez, impactam a regiéo i, que influenciaré posteriormente a
varivel dependente da regido i. Porém, a riqueza de informag&o cobra o seu prego:
aumenta a dificuldade em interpretar os coeficientes estimados por determinados
modelos espaciais. De acordo com LeSage e Pace (2009), num modelo espacial do
tipo SAR, uma mudanga na variavel explicativa numa regido afetard nfo apenas a
propria regiio pelo efeito direto, mas pode afetar o valor da variavel dependente
em todas as regides por meio do efeito indireto. O efeito marginal total ¢ a soma
dos efeitos marginais diretos € indiretos proporcionados por esta mudanga e pela
realimentagéio que ocorre através das regides.

Por reconhecer os efeitos marginais diretos e indiretos, recentemente, a literatura
de econometria espacial estd admitindo que a interpretagdo dos coeficientes em modelos
que contenham a defasagem espacial da varidvel dependente (1) precisa ser cuidadosa.
No modelo de defasagem espacial, uma matriz de derivadas diretas e parciais, de
dimens&o » por n, assume outra forma, totalmente diferente, conforme as expressoes:

3y, —

B (I, — pW,)'L.Ps (5.12)
a—v' 21572 3 3

-Em=(1n+pW+pW + W+ )L (5.13)

Pela expressio, percebe-se que a influéncia da varidvel & em uma regido i
(X,) sobre a varidvel dependente na regido i depende de efeitos diretos e indiretos.
Os efeitos indiretos sio interpretados como transbordamentos espaciais, que sdo
definidos como as derivadas marginais cruzadas diferentes de zero (3y;/ 8X,; = 0), que
mostram como mudancas em caracteristicas ou resultados de uma regiio influenciam
os resultados de outras regides.

A derivada parcial cruzada fornece a influéncia de uma mudanga da variavel
explicativa k na regido vizinha j sobre a varidvel dependente na regido i. A titulo
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de exemplo para fins didaticos, vamos considerar um modelo SAR de analise de
convergéncia absoluta entre as cinco macrorregides brasileiras (Norte, Nordeste,
Centro-Oeste, Sudeste e Sul). A matriz de derivadas parciais diretas e cruzadas, neste

exemplo, assume a seguinte expressdo:

y i Y d d
a),;; _ (I,, _ pW)_lI,, B| _ a)’co a_\’co Yeo Yeo Veo 6.14)
X, ¢

Neste exemplo, y ¢ uma medida de crescimento econdémico, tal como a taxa
de variagio da renda per capita em um certo periodo, enquanto X, € a renda per
capita no periodo inicial. A Matriz (5.14) informa detalhadamente os efeitos de
transbordamentos proporcionados pela dependéncia espacial entre as regides. O
efeito marginal direto da renda inicial (X;) da regido Norte sobre a taxa de variagéo
da renda per capita (y) da prépria regido Norte é dado pela derivada parcial (Syy
/ 8X,y), localizada na diagonal principal da matriz. Como existem vérios efeitos
marginais diretos, define-se um efeito direto médio que simplesmente representa
a média dos efeitos marginais diretos, ou seja, a média dos elementos da diagonal
principal da Matriz (5.14).

Os efeitos indiretos representando transbordamentos espaciais séo denotados
pelas derivadas parciais cruzadas, ou seja, pelos termos fora da diagonal principal
da Matriz (5.14). Deste modo, € possivel fazer andlises regionalizadas destes
transbordamentos espaciais. Por exemplo, o efeito indireto da renda inicial do
Centro-Oeste sobre o crescimento econdmico do Sudeste € representado pela
derivada parcial cruzada 8yg; / 8X,co. As somas das colunas da Matriz (5.14) possuem
interpretacdes interessantes. Para saber qual ¢ o impacto total da renda inicial do
Sudeste sobre o crescimento de todas as outras regies brasileiras, basta calcular a
soma dos elementos da quarta coluna. Isso ¢ chamado de impacto total proveniente
de uma regido. Se quisermos saber apenas qual é o impacto médio da renda inicial
do Sudeste sobre o restante do Brasil, € preciso apenas tirar uma média dos elementos
da quarta coluna.
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Por outro lado, pode-se estar interessado em saber qual é o impacto total sobre o
crescimento econdmico de uma regido em decorréncia do montante das rendas iniciais
de todas as regides, inclusive a propria regido em questdo. Este resultado é obtido
pela soma de uma linha especifica da Matriz 5.14. Por exemplo, o impacto total sobre
0 crescimento econdmico para a regido Sul como resultante das rendas iniciais de
todas as regiGes ¢ apurado pela soma da ultima linha da Matriz 5.14. Novamente, se
quisermos conhecer apenas um impacto médio sobre o crescimento para o Sul a partir
da influéncia das rendas iniciais das regides, computa-se a média dos elementos da
tltima linha. Este efeito ¢ denominado de impacto médio para uma regiso.

O efeitoindireto total informa a influéncia agregada de todos os transbordamentos
espaciais, e este resultado ¢ denotado pela soma de todas as derivadas parciais cruzadas,
isto €, a soma de todos os elementos fora da diagonal principal da matriz 5.14. Para se
ter um efeito indireto médio basta calcular a média destes elementos representando as
derivadas parciais cruzadas.

Como derivado em Lesage e Pace (2009), para o modelo de defasagem
espacial, o efeito marginal total (efeitos marginais diretos e indiretos), de uma
varidvel explicativa k (X;) sobre a variavel dependente y € (1 — p)'B,. Nota-se que esse
multiplicador espacial global (1 — p)' é comum para todas as variaveis explicativas.

Ainda no que diz respeito ao modelo de defasagem espacial misto (incluindo
as variaveis explicativas exdgenas, X), vale a pena ver as consequéncias para as
estimativas de se ndio levar em conta a defasagem espacial na equagfo. Neste caso,
incorre-se no problema econométrico de omissio de varidvel relevante, viesando
as estimativas f& que acompanham as varidveis explicativas exogenas. Para ver
isso, considera-se que o verdadeiro processo estocastico gerador de dados deve ser
representado por um modelo de defasagem espacial:

y=pWy+XB+e (5.15)

Contudo, se o pesquisador néo levar em conta a defasagem espacial, o modelo
a ser estimado erroneamente é:

y=Xp+e (5.16)

O estimador MQO de B é:

B=(XX)y'Xy .17
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Substituindo y, como expresso por (5.15), em (5.17):

B=(XX)'XXB+ p(XX)'X'Wy +(XX)'Xe (5.182)

B=p+p(XX)"XWy+(XX)'X (5.18b)
Passando o operador esperanga em (5.18b):
E@) =B+ p(XX)E(X'Wy) +(XX)'E(X'¢) (5.18¢)

Como, pela hipotese da exogeneidade, a variavel explicativa ndo esta
correlacionada com o termo de erro aleatério E(X’g), o ultimo termo € zero. A
estimativa de P s6 sera pio viesada em dois casos. Em primeiro lugar, se ndo
houver correlagio entre X e a defasagem espacial [E(X°W#) = 0]. Em segundo
lugar, se o processo estocéstico for néo espacial, tem-se o caso trivial em que p = 0.
Como & muito provavel que EQX’H3) # 0, ou seja, que a varidvel explicativa esteja
correlacionada com a defasagem espacial da varidvel dependente (3), a estimativa
de B ¢ tendenciosa. A fonte do viés € oriunda do fato de se ter omitido na regresséo
uma varidvel relevante (#}), que era requisitada pelo processo estocastico gerador
dos dados do tipo espacial. A pior noticia & que esse viés do estimador néo desaparece
quando o tamanho da amostra cresce ao infinito, ou seja, o estimador, nesse caso,
ndo possui a propriedade assimptotica da consisténcia, pois ela depende de que a
correlagdo entre X e a defasagem espacial (/) seja nula. Independente do nimero
de varidveis explicativas na regressio, para haver viés de varidvel relevante omitida
basta que a defasagem espacial da varidvel dependente (¥3) esteja correlacionada
com uma linica variavel explicativa.

Para observar outra consequéncia do modelo SAR, € relevante analisar mais
detidamente a estrutura de variancia-covaridncia do modelo de defasagem espacial:

E(gg) = &L — pW)' (L, — pW)I” (5.19)

A Equagio 5.19 fornece wm exemplo da imbricagdo da autocorrelagdo espacial
com a heterogeneidade espacial. Mais especificamente, a existéncia de autocorrelacdo
espacial induzindo heterocedasticidade. A condigdo de matriz plena implica uma
simultaneidade da interagiio espacial que traz uma clara implicagdo no momento da
estimagio. Ademais, a matriz de varidncia-covaridncia do modelo SAR apresenta
a diagonal principal composta por elementos néo constantes em decorréncia da
presenca da autocorrelagdo espacial. Convém ressaltar que essa heterocedasticidade
induzida pela autocorrelagdo espacial ocorre independente do fato do termo de erro
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aleatério ser bem comportado, com média zero e varidncia constante. Evidentemente,
se a autocorrelagdo espacial for controlada no modelo de regressdo, a evidéncia
de heterocedasticidade espuria contida nos residuos desaparece, uma vez que
autenticamente o termo de erro aleatério é homocedastico, isto é, & ~ (0,6°1,).

s2= Modelo de erra autorregressivo espacial’®® ou modelo SEM

Um exemplo deste processo espacial € considerar a influéncia de uma praga na
lavoura numa fungdo de produgdo agricola. O alastramento da praga, um efeito nédo
modelado com padréo espacial, ndo influencia as variaveis explicativas da fungéo de
produgio (trabalho, capital etc.), mas influencia a varidvel dependente. Neste modelo,
a dependéncia espacial € residual, caracterizada pela estrutura autorregressiva de
primeira ordem no termo de erro. O significado intuitivo desse modelo € que o padrdo
espacial manifestado no termo de erro ¢ dado por efeitos ndo modelados por conta
da falta de adequada medida, que, por sua vez, ndo sdo distribuidos aleatoriamente
no espago, mas, ao contrdrio, estdo espacialmente autocorrelacionados. Uma carac-
teristica importante de se ressaltar é que esses efeitos ndo modelados ndo podem
estar correlacionados com nenhuma varidvel explicativa da regresséo. Por meio da
Figura 5.3, tem-se a representacao esquemdtica desse modelo:

Xi X
» 7

éi > éj

Figura 5.3. Processo de erro autorregressivo espacial.
Fonte: Baller et al. (2001).

A Figura 5.3 representa que o erro da regifio / esta correlacionado com o erro
na regifio j. A dependéncia espacial no modelo SEM manifesta-se agora no termo de

1% Esse modelo foi introduzido por Ord (1975). E conhecido também apenas como modelo de erro espacial
(spatial error model).
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erro ¢ ndo na varidvel dependente. Pode-se expressar formalmente o modelo SEM,
contendo o erro espacial autorregressivo de primeira ordem como abaixo:

y=Xp+¢g (5.202)

E=AWE +¢ (5.20b)

no qual o coeficiente A & o pardmetro do erro autorregressivo espacial que acompanha
a defasagem WEZ. Nesse modelo, os erros associados com qualquer observagdo sdo
uma média dos erros nas regides vizinhas mais um componente de erro aleatério,
conforme expresso pela Equagéo 5.20b.

Ap6s algumas manipulagdes algébricas, a forma reduzida do modelo pode ser
representada por:

y=XB+ (L, —AW)'e (5.21)

E preciso que a matriz (/, - AW) ndo seja singular. Novamente, para que isso
seja garantido, a matriz W precisa atender a propriedade de que a soma de suas linhas
¢ colunas seja limitada a um nimero fixo." Desde que |A| < 1, outro multiplicador
espacial aparece na expresséo (5.21) da seguinte forma:

[L—AW] =L+ AW+ R2W + ... (5.22)

Dada a incapacidade de se modelar toda a fonte de dependéncia espacial
oriunda do processo estocdstico gerador dos dados espaciais, a parte da dependéncia
nio modelada se manifesta no padrdo do erro aleatdrio entre regides vizinhas, na
forma de que os erros sejam autocorrelacionados espacialmente (Darmofal, 2006).
Além de ser o reflexo de efeitos ndo modelados que exibem padrio espacial, o modelo
de erro espacial pode informar que a influéncia sobre a varidvel dependente nio ¢
resultado apenas do choque, representado pelo termo de erro, especifico a uma regido,
mas também de transbordamentos de choques de regides mais conectadas ou menos
conectadas pela matriz W, como expresso pelo termo da Equagdo 5.21, (I, —AW) ¢
(Rey; Montouri, 1999; Fingleton; Lépez-Bazo, 2006). A varidvel dependente y ¢
influenciada pelos choques vindos de todas as outras regides, isto €, do sistema como
um todo. Com base no multiplicador espacial, percebe-se o alcance de um choque
¢ global, fazendo com que haja uma propagagdo do efeito ao longo do sistema,
atingindo todas as regides, mas com wma intensidade decrescente 2 medida que se
afasta do epicentro da ocorréncia da inovagio em decorréncia de |2 < 1. Um choque
na regiao i afeta os vizinhos e os vizinhos dos vizinhos por intermédio das poténcias

"5 Uma matriz de ponderag#o espacial # normalizada na linha atende a essa propriedade.
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de W, e, eventualmente, volta para afetar a regido ; de novo, porém, agora, com o
efeito amortecido.'” O efeito total de um choque n3o & apenas o choque que ocorreu
em determinada regido, mas também o efeito realimentador proveniente das outras
regides afetadas pelo choque original (Fingleton, 2008).

As implicagdes para os coeficientes estimados s3o claras. Os erros desse
modelo n&o serdo esféricos, ou seja, homocedasticos e independentes espacialmente.
Para ver isso, € preciso definir a estrutura de variancia-covariancia do erro:

E(gE) = c*[(L, — aW)' (L, — aW)]” (5.23)

Semelhantemente & estrutura de varidncia de y do modelo de defasagem
espacial, amatriz de varidncia-covaridncia do erro ¢ plena, ou seja, todas as regides sdo
correlacionadas entre si. Contudo, as que estdo mais préximas, estéo correlacionadas
mais intensamente.

No modelo SEM expresso em (5.20), a matriz de varidncia-covariancia das

"'.I estimativas MQO ¢ dada por:

/

7

Var(B) = EEENX'X)" = & [(1, — AW)'(I, — AW (XX

Percebe-se claramente que essa matriz de varidncia-covariancia é bem dife-
rente da matriz do modelo MCRL a-espacial (Var(B) = 6*(X'X)"). Isso faz com
que as variancias das estimativas sejam viesadas, bem como os seus erros padréo,
tornando-as ineficientes.

Assim como aconteceu com o modelo SAR, a complexa estrutura da
Equagfo 5.23 produzelementos da diagonal principal que nfio sdo constantes, a despeito
da homocedasticidade de €, uma vez que a Equagdo 5.23 ¢ diferente de 6°7,. Somente
no caso trivial em que A assuma o valor nulo, os erros nfio serfio autocorrelacionados
no espago. Esse € mais um exemplo da imbricagfo da autocorrelagdo espacial com a
heterogeneidade espacial, sendo que, neste caso, trata-se da autocorrelagio espacial
induzindo heterocedasticidade.

No modelo SEM, a interpretagéio dos coeficientes  ndo ¢ afetada, perma-
necendo inalterada. Em outros termos, cada B é entendido como o efeito marginal da
forma costumeira encontrada nos manuais de econometria, como sendo a derivada
parcial de y em relagdo a varidvel explicativa em questéo:

B = ga)%- (5.24)

1k
1% Convém notar a importincia de que [A] < 1. Caso esta restrigio ndo seja respeitada, o comportamento
dos choques fica explosivo e instavel por causa do fato de que os choques nos vizinhos néo se dissipam
20 longo do espago.
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Assim, o efeito marginal total da mudanga na varidvel X; sobre y ¢ captado pelo

coeficiente B,.

s2a Modelo de defasagem espacial
com erro autorregressivo espacial ou modelo SAC"9”

O fendémeno a ser modelado, as vezes, pode requerer que a dependéncia
espacial subjacente seja mais intrincada, manifestada tanto na forma substantiva de
uma defasagem da varidvel dependente quanto na forma de erros autocorrelacionados
espacialmente. A titulo de exemplo, considera-se o caso em que ha um processo de
difusdo de uma nova técnica agricola, concomitantemente com a presenga de um
efeito nio modelado, como uma praga na lavoura, exibindo um padrdo espacial,
que se espalhe por todas as regides, porém, com uma intensidade de contdgio
decrescente, indicada por |A| < 1. Convém observar que a praga, neste caso, ndo
estd correlacionada com nenhuma variavel explicativa. Esse modelo pode ser
representado esquematicamente como:

Xi X

|

Vv e—— W

§, «—— &,

Figura 5.4. Processo de defasagem com erro autorregressivo.
Fonte: Baller et al. (2001)

No esquema, percebe-se que, através das regides vizinhas i e j, hd interagéo na
variavel de interesse (¥) e no erro (E). Para representar isso formalmente, ¢ preciso
incluir no modelo (5.1) uma defasagem espacial e um termo de erro espacialmente
dependente (Kelejian; Prucha, 1998):

y=pWytXp+& (5.259)

197 Esse modelo é também denominado de SARAR por Fingleton (2008) e por SARAR(1,1) por Kelejian
e Prucha (2010).
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E=AE+e (5.25b)

A fim de se evitar comportamento instavel, as restrigdes sobre os parimetros
espaciais exigem que |p| < 1 e |A] < 1. Cabe notar que W, e W, podem ser matrizes
com pesos espaciais diferentes, constituindo um caso mais geral. A forma reduzida do
modelo (5.25) revela que:

y=—pW)'Xp+(I,— pW) ' (I.— AW:) e (5.26)
Ou a forma estrutural:
y=pWy+ AWy —ipW Wy + XB— AMXB +¢ (5.27)

Por envolver claramente um multiplicador espacial, o alcance do efeito sobre as
varidveis explicativas (X) é global, afetando todo o sistema. Contudo, como apontado
por Anselin (2003), o padrdo induzido de dependéncia espacial do termo de erro &
mais complexo e de dificil interpretag@o por conta do multiplicador espacial. Para
o modelo SAC, um choque na regido j afeta todas as outras regides por intermédio
do multiplicador espacial do processo SAR da defasagem espacial, amplificado pelo
efeito multiplicador extra proporcionado pelo processo de erro espacial (Fingleton,
2008). A matriz de varifncia-covariincia nesse modelo assume a forma:

E(EE) = o (L, — pW) " (L — AW (L — AW )Y (1, — pW')” (5.28)

Como se pode observar em (5.28), além dos erros serem autocorrelacionados
espacialmente, eles s&o heterocedasticos.

Um problema que pode ocorrer com o modelo (5.27), principalmente quando
se adotam matrizes de contiguidade, € ocorréncia de redundéncias e circularidades
induzidas nos pesos espaciais por causa do operador de defasagem espacial do tipo
W,W,.1% Essa pode ser uma matriz de contiguidade de ordem superior que inclui
vizinhos de ordem inferior. Isto pode afetar as propriedades dos estimadores e deveria
ser evitado (Anselin, 2006).

Para se evitar as redundéncias ou circularidades, é preciso assegurar que
o produto das matrizes de ponderacdo espacial seja W;- W, = 0. Nesse caso, a

'® Uma matriz de contiguidade de segunda ordem deveria incluir apenas vizinhos de segunda ordem como
seus elementos. Ocorrem redundéncias ou circularidades quando esta matriz de segunda ordem inclui,
além dos vizinhos de segunda ordem, vizinhos de primeira ordem. Esses vizinhos de primeira ordem
nesta matriz sdo considerados redundantes,
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Equagio 5.27 transforma-se no modelo de defasagem espacial biparamétrico,'*”

porém, com restri¢des nos pardmetros:

y=pWy+ AWy +Xp—-AWXB+e (5.29)

O modelo de defasagem espacial biparamétrico sem restri¢Ges € expresso

como:

y=pWy+pWy+XB+e (530)

A identificaco dos dois parfimetros de defasagem espacial € permitida pelas
matrizes de pesos espaciais diferentes. A forma reduzida do modelo biparamétrico €:

y=(L—pWi—pW)'XB+(L—pW—pWa) e (5.31)

Naprética, costuma-se usar as mesmas matrizes /¥ para se construir a defasagem
espacial da vari4vel dependente quanto  defasagem do erro, ou seja, W,=W:

y=(p+A)Wy— pAW’y+XB —AWXB + ¢ (5.32)

Se o vetor dos coeficientes B for nulo, esse modelo nfo ¢ identificado.
Agora mesmo que alguns coeficientes B sejam diferentes de zero, a dificuldade na
identificacio dos pardmetros(’i p e A pode permanecer (Anselin, 2006).

A forma reduzida revela que esse modelo implica um alcance global do efeito
da interagio espacial. A consequéncia de ndo incorporar os componentes Wy e WE,
quando relevantes, sio estimativas viesadas e ineficientes em amostras finitas e
inconsistentes, em grandes amostras.

Convém notar que, para o modelo (5.25) em que as matrizes IV sdo diferentes, a
interpretacdio dos coeficientes de inclinagéio (3 ¢ similar a interpretagio dos coeficientes
para o modelo de defasagem espacial. Vale a pena recordar que o impacto total de uma
variavel explicativa X, sobre y é (1 — p)"'By.

ss IN1ODELOS DE DEPENDENCIA ESPACIAL DE ALCANCE LOCAL

Para tal classe de modelos econométrico-espaciais, o alcance da dependéncia
espacial ¢ localizado no sentido de que o impacto da dependéncia espacial seja
observado para apenas algumas regides da area em estudo, sobretudo os vizinhos
diretos e os vizinhos indiretos de segunda ordem, ou seja, vizinhos dos vizinhos.

% O modelo SAR biparamétrico foi proposto por Brandsma e Ketellapper (1979).
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sa1 Nodelo de erre de média mével espacial ou modelo SMA?7°

Considera-se que uma fébrica, localizada numa regido, jogue poluentes no ar
ou despeje efluentes no rio, prejudicando a produgdo agricola ndo apenas da regifio
onde se localiza a planta industrial, mas também das regides vizinhas préximas, mas
néo de todas as regides. Como a poluigdo é um efeito ndo modelado na regressdo por
falta de uma medida adequada, isso se manifesta no termo de erro. A semelhanca
do modelo anterior, essa representacdo da interagdo espacial envolve a incorporagio
de efeitos ndo modelados, porém, agora com uma influéncia mais localizada, em
contraste com o modelo SEM. De acordo com Fingleton (2008), a légica de assumir
um processo de média mével espacial € que em alguns casos pode ser mais realistico tratar a
transmissao de choques como um fenémeno local em vez de global (p. 36).

Trés coisas sdo importantes de serem notadas. Em primeiro lugar, este efeito ndo
modelado ¢ autocorrelacionado espacialmente, mostrando um padrio de concentragio

"-\\ ou de dispersdo. Em segundo lugar, tal efeito ndo modelado néo esta correlacionado
|com nenhuma variavel explicativa. Em terceiro lugar, esse efeito tem uma influéncia

,.-" de alcance localizado. Tal modelo pode ser representado esquematicamente pela
Figura 5.5, em que se observa que o erro aleatério da regifio 7 influencia o erro
aleatorio da regido j e vice-versa.

Xi %4

34 Yi

€l<—>81

Figura 5.5. Processo de erro de média méovel espacial.
Fonte: Elaboragao prépria a partir de Baller et al, (2001)

Neste modelo SMA, o erro espacial segue um processo de média mével de
primeira ordem, especificado da seguinte maneira:

y=Xptg (5.331)

10 SMA ¢ acrénimo de Spatial Moving Average. Tal modelo foi proposto por Haining (1978).
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E=yWs+e (5.33b)

em que y € o coeficiente de média mével espacial, sendo que os termos restantes sé0
definidos como antes. Para evitar comportamento explosivo nos erros, é necessario
impor a restrigdo de que o pardmetro espacial ¥ se situe no intervalo aberto entre -1 e
1. A interpretagdio para o coeficiente de média mével espacial y € de que 2 influéncia
de efeitos nio modelados tem um impacto localizado sobre a vizinhanga. Convém
observar que o erro é composto pelo choque na propria regido (¢) e pela média dos
choques das regies vizinhas (We). A forma reduzida desse modelo € a seguinte:

y=Xp+(I,+yW)e (5.34)

E interessante ressaltar que agora nio aparece na forma reduzida nenhum
termo que denote o multiplicador espacial. Consequentemente, o alcance do choque,
neste modelo, ¢ local, ndo tendo impacto sobre todo o sistema. Para se observar até
onde vai o impacto localizado é necessario analisar a matriz de variancia-covaridncia
do erro desse modelo, que assume a seguinte forma:

E[eg'] = & [(4, + yW)(I, + yW)]

(5.35)
= *[L+y(W+ W)+ WW']

Nota-se que a matriz de varidncia-covaridncia néo ¢ plena, neste caso, desde
que os elementos néo nulos fora da diagonal principal sdo apenas os correspondentes
aos elementos de W e W, Ou seja, tais elementos n3o nulos consistem de pares
de regides que sfio somente vizinhos de primeira e segunda ordem, denotando os
erros autocorrelacionados espacialmente (Anselin; Bera, 1998). Pode-se considerar
que o processo de erro de média mével induz um efeito de transbordamento do erro
localizado apenas para os vizinhos de primeira e de segunda ordem, sendo assim, de
menor alcance do que o modelo SEM, com um termo de erro espacial autorregressivo,
visto na Se¢do 5.2.2."

A consequéncia para a estimagdo é clara quando ndo se incorpora essa
defasagem espacial: os coeficientes estimados serdo ineficientes, porém nao sio
viesados.

"M Segundo Florax e Graaff (2004), “o processo de média mével ¢ diferente do processo autorregressivo,
entre outras coisas, porque os efeitos espaciais estendem para todas as regides no sistema espacial para
o processo de erro autorregressivo, mas sdo limitados para os vizinhos de primeira e de segunda ordem
no modelo de média mével™ (p. 35).
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Cabe destacar que, nesse modelo, novamente, a autocorrelagéo espacial induz
heterocedasticidade, uma vez que os termos diagonais em W’ néo serdo constantes,
a despeito da homocedasticidade. do termo de erro €.

Semelhantemente ao que ocorreu com a analise do modelo de erro espacial
(SEM), cabe frisar que a interpretagio dos § nesse modelo é a rotineira, ou seja, cada
B representa o efeito marginal de uma variavel explicativa correspondente sobre a
variavel dependente y. Isso decorre do fato que ndo aparece o multiplicador espacial
interagindo com os coeficientes 5 na Equagdo 5.34.

ss2 Modelo regressive cruzado espacial ou modelo SLK

Considera-se, agora, que todas as varidveis contidas na matriz X possam
transbordar espacialmente. No caso de uma fung&o produgfo, a suposigéo seria de que
algumas ou todas varidveis explicativas especificadas, a saber, capital, trabalho, terra
etc, apresentassem um efeito de transbordamento localizado para as regides vizinhas.
Outro exemplo ilustrativo ¢ 0 modelo de precos hedénicos de residéncias, em que os
pregos dos iméveis dependem ndo apenas das caracteristicas do imével, tais como a
quantidade de quartos, banheiros, metragem construida etc., e das caracteristicas do
bairro, como nivel socioecondmico das familias do bairro, quantidade de érea verde
no bairro, qualidade do ar, taxa de criminalidade, mas também das caracteristicas dos
bairros vizinhos. A representagio esquemdtica, retratada na Figura 5.6, mostra que
as variaveis explicativas da regido / influenciam a varidvel dependente y na regido
vizinha j e vice-versa:

Xi X
I Yr
€ e

! J

Figura 5.6. Processo regressivo cruzado espacial.

ECONOMETHIA ESPACIAL APLICADA 169




D 5 MODELANDO A DEPENDENGIA ESPACIAL

Para se captar isso, é preciso incluir adicionalmente um componente de
transbordamento espacial WX no lado direito do modelo de regress&o:

y=Xp+WXt+¢ (5.36)

Convém ainda frisar que t é um vetor (k-1 por 1) e ndo um escalar. Agora
alguns elementos de T podem ser nulos de tal sorte que algumas varidveis X
defasadas espacialmente nio precisam ser incluidas no modelo. A forma estrutural
do modelo coincide com a forma reduzida e, na auséncia de multiplicador espacial,
os impactos de transbordamentos das regides vizinhas sdo localizados, nio afetando
todo o sistema. Por isso, esse modelo é também chamado de transbordamentos
locais, em contraste com o modelo (5.4), que envolve um transbordamento espacial

mais global no sentido de implicar impactos, embora declinantes, para todas as._

regides do sistema.

Um alerta que precisa ser feito € que a esperada alta correlagéo entre X e WX
pode gerar grave multicolinearidade, tornando instéveis as estimativas dos pardmetros
da regressdo, principalmente em pequenas e médias amostras (Haining, 1990). Uma
forma de detectar tal problema ¢ rodar uma regressdo mais geral com X ¢ WX no lado
direito, checar para a presenca de multicolinearidade usando o nimero condicional ou
construir uma tabela de correlagdes entre as variaveis explicativas X, verificando os
pares de varidveis com maior correlagéo.

H4 consequéncias para a inferéncia estatistica importante neste tipo de modelo.
Em primeiro lugar, a auséncia da varidvel defasada espacialmente /X, quando esta ¢
justificada teoricamente, provoca viés de omisséo de varidvel relevante nas estimativas
da regressdo. Para ver isso, considera-se que o verdadeiro modelo representando um
fendmeno assume a seguinte especificagdo:

y=XBp+WXt+e (537
O modelo estimado omitiu o componente de transbordamento espacial W.X:
yv=Xp+e (5.38)
A estimativa B por MQO ¢ dada por:

B=(XX)'Xy (539)

Substituindo o verdadeiro modelo (5.37) para representar y em (5.39), tem-se
que:

B =X (XX)B+ (XX XWXt + (XX X'e (5.402)
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Passando o operador esperanga na equagfo (5.40a), obtém-se que:
E(B) =B+ (XX)'E(XWX)t + (X'X)' E(X'€) (5.40b)

O ultimo termo do lado direito da regressdo (5.40b) desaparece porque,
pela hipdtese da média condicional zero, as variaveis explicativas contidas em
X ndo estdo correlacionadas com o termo de emo aleatério (g), implicando que
E(X’g) = 0. O problema repousa no segundo termo do lado direito da Equaggio 5.40b.
E muito provavel que as varidveis X e WX estejam correlacionadas, fazendo com que
o segundo termo néo se iguale a zero. Nesse caso, o estimador MQO de B ¢ viesado.
Tal estimador somente sera justo, se a variavel omitida WX ndo estiver correlacionada
com X. Porém, ¢ muito provavel que WX e X estejam correlacionadas na presenga de
dependéncia espacial.

Em segundo lugar, um cuidado especial, precisa ser tomado com o modelo
regressivo cruzado espacial. E muito provavel que as vari4veis explicativas exdgenas
defasadas espacialmente (WX) estejam correlacionadas com a defasagem espacial
da variavel dependente (#3). Se incluir todas as defasagens espaciais de X e nio o
termo W3, € possivel que isso provoque viés nas estimativas dos coeficientes que
acompanham as variaveis explicativas. A fonte do viés ¢ proveniente novamente da
omissdo de varidvel relevante que, nesse caso, é a defasagem espacial da variavel
dependente (). Entretanto, se incluir apenas algumas variaveis explicativas exo-
genas defasadas espacialmente, ¢ se estas ndo estiverem correlacionadas com #, as
estimativas de MQO s#o justas e consistentes.

522 Modelo regressive cruzado espacial
com erra de média mével ou modelo SLIMA

Esta seria a representagéo de uma fungfio de produgio em que as varidveis
de infraestrutura exibiriam transbordamentos, influenciando o nivel de produgéo de
regides vizinhas, a0 mesmo tempo em que ha fatores ndo modelados de curto alcance,
limitados aos vizinhos de primeira e segunda ordens, tais como polui¢sio do ar ou
de rios, mas que néo estariam correlacionados com nenhuma variavel explicativa. O
esquema desse processo estd mostrado na Figura 5.7:
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Figura 5.7. Processo de defasagem espacial com erro de média movel espacial.
Fonte: Elaboragao prépria a partir de Baller et al. (2001).

Um modelo que represente essa situacdo precisa conter componentes de-.

transbordamento espacial de alcance local que se manifeste nas variaveis explicativas
exdgenas (X) e no termo de erro bem comportado (&), a saber, WX e We. O modelo, na
sua forma estrutural, ¢ representado do seguinte modo:

y=Xp+WXt+¢§ (5.41a)
EJ =yWe+e (5.41b)

em que a notagio permanece como sendo a mesma.

Convém observar que o modelo (5.41) usa a mesma matriz de ponderagdo
espacial para defasar espacialmente as variaveis explicativas e o termo de etro.
Todavia, é possivel adotar duas matrizes de ponderacio espacial diferentes sem
prejuizo para a analise. O modelo, na sua forma reduzida, assume o mesmo jeito
do modelo estrutural. Para ver isso, basta substituir (5.41b) em (5.41a) para se
obter:

y=Xp+ WXt +yWe+e (5.42)

Nota-se que a matriz de ponderagio espacial que € usada no operador de
defasagem espacial para se construir a nova varidvel We ndo precisa ser diferente
da adotada para fazer a defasagem espacial de W, gerando WX, pois ndo ha nenhum
problema de identificago de pardmetros.

As consequéncias da ma especificagdo do modelo sdo graves. Como foi visto
na subsegio anterior, ndo incluir os componentes de transbordamento espacial WX no
modelo conduz ao viesamento dos coeficientes B na etapa da estimagéo, caso alguma
das varidveis explicativas defasadas espacialmente omitidas esteja correlacionada
com alguma outra variavel explicativa exdgena. A fonte desse viés € a omissdo de
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varidvel relevante. Por sua vez, a nfo introdugio do termo de erro aleatério defasado

espacialmente (We) no lado direito da equagio leva a perda da eficiéncia das
estimativas do modelo de regressio.

s« IVIODELOS DE DEPENDENCIA ESPAGIAL DE ALCANCE GLOBAL E LOCAL wwwmmmammimssnnmmmsnins
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Além de incorporar a ideia do transbordamento por meio da defasagem das
varidveis independentes (W.X), este modelo incorpora a suposigio de que existiria um
processo de difuséo técnica que influenciasse a producéo, ou algum outro fendmeno
que justificasse a inclusdo da varidvel enddgena defasada espacialmente (#3). O
modelo de Durbin espacial tem tanto um alcance global dado pelo multiplicador
espacial que surge em decorréncia da presenga da varidvel dependente defasada
espacialmente quanto um alcance localizado dado pelas defasagens espaciais das
varidveis explicativas. O esquema desse processo é representado na Figura 5.8:

Xi X

Y s W

€, 8,

Figura 5.8. Processo de Durbin espacial.
Fonte: Elabora¢do propria a partir de Baller et al. (2001),

De acordo com LeSage e Pace (2009), a motivagio para esse modelo pode ser
uma situagdo muito prevalecente no trabalho empirico aplicado em econometria, a
saber, a omisséo de varidveis relevantes que est3o correlacionadas com, pelo menos,
alguma varidvel explicativa, incluida na regressio. Além disso, essa variavel relevante
omitida € autocorrelacionada espacialmente. Para ver isso, considera-se uma equaggo
com duas varidveis explicativas x e z (LeSage; Pace, 2009):

y=px+0z (5.43)

"2 SDM € acrénimo do termo em inglés Spatial Durbin Model.
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Considera-se que a variave] explicativa z ndo é observada, sendo omitida da

regressio. Entdo, o modelo de regressdo estimado €:
y=px+§ (5.44)

Supde-se que a varidvel omitida z seja autocorrelacionada espacialmente:

2= pWz+L (5.45)
z=(I,—pW)'¢ (5.46)
Substituindo (5.46) em (5.43), vem que:

v=Bx+(L,—pW)(8) (5.47)
y=px+(L—pW)'v (5.48)

chamando o termo (8%) de v na Equagdo 5.48.
Convém notar que z = (I,- pW)'v. Se z ndo estiver correlacionado com x,
entfio, L também nfo esta correlacionado com x. Isso implica que:

E(y)=Bx (5.49)

Obtém-se o tiltimo resultado, considerando, por hipétese, E(v) = 0. Mas € pro-
vavel que a variavel z esteja correlacionada com a outra varidvel x da seguinte forma:

LV=8x+s (5.50)
Substituindo (5.50) em (5.48), vem que:

v=px+(I,—pW)' (8x +¢) (5.51)
y=px+(L—pW)'dx+ (L, —pW)'e (5.52)
Multiplicando os dois lados da equagdo por (I, — pW), obtém-se:
(L,—pW)y=(L,—pW)px+8x +& (5.53)
Manipulando algebricamente a Equagio 5.53, obtém-se que:
y=pWy+(B+38)x+(—pp)Wx+e (5.54)
Reescrevendo essa expressdo como:

v=momWy+mx+nWxte (5.55)

Esse modelo contém restrigdes ndo lineares, conhecidas como restricdes de
fator comum. O produto do coeficiente de Wy com o coeficiente de x deveria igualar-se
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a0 negativo do coeficiente do termo Wx. Na literatura (Anselin, 1988; Anselin; Bera,
1998), isso ¢ tratado como sendo a hipdtese do fator comum. Formalmente, para
satisfazer tal hipétese, tem-se que:

T Ty =T (5.56)

Assim, a partir da omiss&o da variavel relevante z, que se apresenta autocorre-
lacionada espacialmente e, por sua vez, correlacionada com a variavel explicativa
¥, incluida na regressdo, gera-se o modelo de Durbin espacial, em que aparecem
a defasagem da variavel dependente e as defasagens das varidveis explicativas.
Em termos gerais, o0 modelo de Durbin espacial, especificado matricialmente para
diversas variaveis explicativas X e as suas defasagens espaciais WX, toma a seguinte
forma:

y=muWy+Xn+ WXn, +¢ (5.57)

I'I A presenga de variaveis explicativas (X) junto de suas defasagens espaciais
i
(WX) no lado direito da Equagdo 5.57 pode gerar multicolinearidade, tornando

- eventualmente instaveis os coeficientes estimados, se as correlagdes entre X e WX

forem muito elevadas.
O efeito marginal total proporcionado por uma mudanga de uma variavel
explicativa X, ¢ dado pela seguinte expressdo no modelo SDM (LeSage; Pace, 2009):

3 _ _
a; =(IL,—pW) B+ (I, — pW)Y ' Wr, (5.58)
k

Em virtude de se ter agora o termo multiplicativo W1, na expressdo, ha
uma grande heterogeneidade espacial nos coeficientes, pois faz com que exista um
multiplicador espacial diferente para cada variavel, ao contrario do que acontecia com
o caso do modelo SAR (LeSage; Pace, 2009).

A especificagdo do modelo SDM levanta uma discusséo sobre um possivel
trade-off entre o viés e a eficiéncia das estimativas. Ao especificar que todas as
varidveis explicativas transbordem no modelo SDM para se evitar o viés de variavel
relevante seja omitida, isso pode fazer com que se introduzam no modelo algumas
varidveis irrelevantes para explicar a variagdo da varidvel dependente y. Como se
sabe, a incorporagdo de varidveis irrelevantes implica que as estimativas percam
eficiéncia, apesar de que continuem nfo viesadas. O contra-argumento defendido aqui
¢ que a perda de eficiéncia é um mal menor em comparagdo ao viés e & inconsisténcia
das estimativas, provocada pela omissdo de varidveis relevantes.
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s«2 Modelo de defasagem espacial
com erro de média movel espacial ou modelo SARMA

Supde-se agora que haja uma difusdo de uma nova técnica de produgdo,
concomitantemente com um efeito—nﬁg modelado como a polui¢o na regido, afetando
as regides vizinhas mais préximas, mﬁ\nio todo o sistema. Convém destacar que
o efeito ndo modelado néo esta correiaciﬁnado com nenhuma variavel explicativa.

/

Xi Xi

Esquematicamente:

8‘(—>8]

Figura 5.9. Processo de defasagem espacial com erro autorregressivo (SARMA).

Um modelo sobre isso & o que envolve uma defasagem espacial com um erro

de média movel espacial, assim especificado:'?
y=pWy+Xp+¢& (5.59a)
E=yWete (5.59b)

As rotineiras restrigdes sobre os pardmetros espaciais sio impostas a fim de

que |p| < 1. A forma reduzida transforma-se em:
y=(I,— pW)"'Xp +(I,— pW) " (L, — yWi)e (5.60)

Neste modelo, os efeitos nio modelados nos erros so localizados, ao passo
que os efeitos modelados nas variaveis explicativas apresentam um efeito global no
sistema econdmico. Claramente se vé por (5.60) que as variaveis explicativas (X)
influenciam a variavel dependente por meio do multiplicador espacial, fazendo que
nfo apenas a varidvel explicativa localizada na regido / impacte y, mas também a

variavel explicativa localizada nas regides vizinhas a i.

13 O modelo SARMA foi proposto por Anselin € Bera (1998).

‘_|7B EDUARDO ALMEIDA

MODELANDO A DEPENDENCIA ESPACIAL D 5

A consequéncia para estimativas de ndo se levar em conta os componentes
Wy e WE repousa tanto no viés e na inconsisténcia das estimativas quanto na perda
de eficiéncia, com o viesamento dos erros padrio. Por sua vez, a interpretagio dos
coeficientes de inclinagéo 3 do modelo ¢ semelhante ao do modelo de defasagem
espacial. Assim, para relembrar, o efeito marginal total de X, sobre y é representado
pela magnitude (1 — p)’'B.. Este impacto leva em conta todos os transbordamentos
espaciais implicados pela autocorrelagdo espacial manifestada na variavel depen-
dente.

s«s Modelo de Durhin espacial do erro ou modelo SDEM 114

Tal tipo de modelo incorpora componentes de transbordamento espacial de
alcance local que se manifesta nas varidveis explicativas exdgenas (X), e componentes
de transbordamento espacial global que afeta o termo de erro (£). Seja uma fungio
de produgdo em que as varidveis explicativas exdgenas, a saber, capital, trabalho,
terra etc, exibiriam transbordamentos, influenciando o nivel de produgio de regides
vizinhas, ao mesmo tempo em que hé fatores nfio modelados de alcance global. O
esquema representativo assume a seguinte forma, retratado na Figura 5.10:

Xi X

5 j > § i
Figura 5.10. Processo de Durbin de erro espacial.

Fonte: Elaboragdo propria a partir de Baller et al. (2001)

O modelo, na sua forma estrutural, é representado do seguinte modo:
y=XB+WXt+E (5.61a)

E=AWE+e (5.61b)

14 SDEM € acrénimo do termo em inglés Spatial Durbin Error Model.
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em que a nota¢do permanece como sendo a mesma. A restri¢8o sobre o parametro
espacial é de que |A| < 1. O modelo, na sua forma reduzida, assume a seguinte
forma:

v=Xp+Wxt+(L—AaW)'e (5.62)

Por (5.62), percebe-se claramente que as variaveis explicativas transbordam
localmente, afetando apenas os vizinhos diretos, ao passo que o termo de erro
aleatério transborda globalmente, afetando todas as regides do sistema. Outro ponto
a se destacar ¢ que n#o ha problemas de identificagéo. Assim, pode-se usar a mesma
matriz de ponderagdo espacial para defasar tanto as variaveis explicativas quanto o
termo de erro (£).

As consequéncias para a regressdo de se omitir as defasagens espaciais
na Equago 5.62 continuam sendo graves. A omissdo das varidveis WX e WE na
regressio provoca estimativas inconsistentes e ineficientes dos coeficientes. A
inconsisténcia vem do fato de que é muito provavel que as varidveis contidas na
matriz WX estejam correlacionadas com, pelo menos, uma varidvel explicativa da
matriz X. A ineficiéncia das estimativas € em virtude do termo WE que viesa os erros
padrdo das estimativas.

ss IVIODELD DE DEPENDENCIA ESPACIAL GERAL 0U mopELo GSM

Com o conhecimento adquirido até aqui, ja € possivel propor um modelo geral,
representando um processo espacial altamente complexo, envolvendo componentes
de transbordamento de alcance global e local.

y=pWy+Xp+WXt+¢g (5.63a)

E=AWE+e (5.63b)
ou

E=yWe+te g ~ Normal(0,6°1,) (5.630)

Todos os modelos vistos até aqui podem ser derivados deste modelo espacial
geral, impondo convenientemente as restri¢des sobre os pardmetros. Por exemplo, o
modelo de defasagem espacial (SAR), estudado na subsegdo 5.2.1, emerge se impuser
as restri¢des sobre os escalares espaciais A = 0, y = 0 e o vetor 1 = 0, bem como
0 # 0. O modelo de erro autorregressivo espacial (SEM), analisado na subsegéio 5.2.2,
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envolve impor as restrigdes p =0, y =0 e o vetor T = 0, assim como A % 0. O modelo
de erro de média mavel espacial (SMA) implica colocar as restrigdes p =0, A =0, o
vetor 7 =0 e o escalar y # 0. J& o modelo de Durbin espacial (SDM), investigado na
subsec¢do 5.4.1, implica que se imponham as restrigdes de que p # 0 e o vetor 1 # 0, a0
passo que A = 0 e y = 0. Estes modelos, portanto, estio aninhados dentro do modelo

espacial geral, expresso na Equagdo 5.63. Este aninhamento dos modelos espaciais
pode ser apreciado na Figura 5.11.

Modelo espacial geral
y=pWy +XB + WXt +&
E=wWE+e

ou

E=vWe+g

Modelo SDM Modelo SDEM Modelo SAC Modelo SARMA
y=pWy+XB+Wxt+e|| YTXB+WKTTe y=pWy+Xp+s y=pWy+XB+e
E=ME +z E=hWE +¢ E=yWe+e
1=0 r=0 p=0 p=0
Modelo SAR Modelo SLX Modelo SEM Modelo SMA
= = =XB+e =XB+e
y=pWy+XB+e y=Xp+WXt+g y y
E=AWE+e E=yWe+e

Modelo MCRL
y=XB+¢

Figura 5.11. Aninhamento dos modelos espaciais.

Como o objetivo deste capitulo era fazer uma taxonomia dos modelos
economeétricos que tratam da dependéncia espacial, propositalmente, deixou-se de lado
o tratamento do outro efeito espacial, representado pela heterogeneidade espacial, alvo
de um capitulo em separado mais  frente. A hipétese sobre o termo de erro ¢ de que
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ele seja bem comportado, ou seja, possua média nula e variancia constante. Mas uma
extens3o interessante desse modelo geral € incorporar parcialmente a heterogeneidade
espacial, mais especificamente a heterocedasticidade, permitindo que o termo de erro
n3o seja tio bem comportado. Por exemplo, o termo de erro pode assumir a seguinte
forma:

g ~ Normal(0.6°Q) (5.64)

sendo que € € a matriz de varifncia-covaridncia que permite conter termos ndo
constantes na diagonal principal. Uma vez que os efeitos espaciais costumam aparecer
imbricados bum mesmo fenémeno em estudo, o que € importante salientar nesse
momento é que é plenamente vidvel incorporar num mesmo modelo de regressdo tanto
a dependéncia espacial quanto a heterogeneidade espacial. Para modelar tal variancia
nio constante, existem os chamados modelos de erro heterocedastico ou o célculo de
erros padrdo robustos, a serem apresentados no capitulo onze. Mais recentemente,
alguns autores estdio interessado em abordar conjuntamente a dependéncia espacial
a heterocedasticidade mum mesmo modelo de regressio (Arraiz et al., 2010; Kelejian;
Prucha, 2007, 2010).

ss RESUMAD

Neste capitulo, foi visto que, tendo por objetivo captar o efeito representado
pela dependéncia espacial, um modelo econométrico-espacial envolve a
incorporagiio ao modelo de regressdo linear classico (5.1) de defasagens espaciais
de y, X, £ ou € A omissfio na regressdo das varidveis defasadas espacialmente,
quando essas sdo justificadas do ponto de vista teérico ou do ponto de vista
empirico, leva & ma especificagdo do modelo, gerando graves implicagdes para a
inferéncia estatistica. Se as variaveis defasadas espacialmente forem Wy ou WX,
isso implica viés e inconsisténcia das estimativas, ao passo que se forem WZ e We,
isso envolve viesamento dos erros padrio e ineficiéncia nas estimativas. Porém,
mesmo que as defasagens espaciais estejam corretamente especificadas no modelo
para controlar para a autocorrelagdo espacial, cresce a importincia da boa escolha
da matriz #. Uma escolha inadequada da matriz W significa que ela capta pouca
autocorrelagdo espacial, fazendo com que continue aparecendo este problema nos
residuos. Ademais, uma matriz W que nf3o consiga capturar toda a autocorrelagio
espacial subjacente ao fendmeno sob estudo significa que as varidveis defasadas
espacialmente s&o medidas com erro.
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A andlise da variancia-covarincia de varios dos modelos mostrou, cabalmente,
que, na presenga de autocorrelagdo espacial, os erros deixam de ser esféricos, ainda
que originalmente o termo de erro fosse bem comportado. Isso induz a um tipo de
imbricagdo entre dependéncia espacial e heterogeneidade espacial, que, neste caso, &
manifestada na heterocedasticidade.

Nota-se que a tipologia dos modelos difere pela inclusdo no lado direito da
equagdo (5.1) de alguma das quatro varidveis defasadas espacialmente Wy, WX,
WE e We ou de uma combinagfio delas. Qual componente de defasagem deve-se
incluir depende de como o processo de interagdo espacial ocorre, assim como se ha
a ocorréncia de mé especificagdo do modelo ou erro de medida nas variaveis.

Outro aspecto distinto € a natureza do alcance da interaggio: global ou local.
O alcance global da interagdo significa que todas as regides do sistema sofrem
impacto de alguma forma, mas sfio amortecidos 2 medida que a conectividade entre
as regides se reduz. J4 o alcance local da interag@o indica que apenas uma parte
das regides do sistema é que sofre o impacto, sendo ele, assim, mais localizado e
regionalizado.

E possivel ressaltar os principais aspectos de todos esses modelos econo-
métricos que tratam da autocotrelagio espacial. O Quadro 5.1 fornece um resumo
com os principais aspectos abordados na exposigio da tipologia dos modelos econo-
métrico-espaciais, como a defasagem espacial incluida no modelo basico da regressio
linear cléssica (5.1), o alcance da autocorrelagdo e a implica¢do para a estimagio
dos coeficientes p por MQO com a omisso das varidveis defasadas espacialmente
contidas na segunda coluna.

Usando tamanhos de amostras grandes, as estimativas de modelos SAR,
SAC e SARMA, bem como seus niveis de significéncia, devem ser muito parecidos,
se tais modelos estiverem bem especificados (LeSage; Pace, 2009). Por sua vez,
os coeficientes estimados nos modelos SLX, SLXMA e SDEM, assim como seus
niveis de significancia, também tendem a ser parecidos, dado que o maior contetido
de informagZo das grandes amostras torna as estimativas mais eficientes, deixando
pouco espago para que uma eventual dependéncia espacial nos residuos as influencie
substancialmente. J4 com amostras grandes, o nivel de significincia dos coeficientes
dos modelos espaciais contendo dependéncia na forma de erro tende a ficar parecido
com o nivel de significincia das estimativas do modelo clédssico de regressdo linear
(MCRL). O modelo SDM tende a ganhar importancia cada vez maior em decorréncia
do fato de que tal modelo pode ser o mais representativo de um processo gerador
de dados que implica a omiss8o de varidveis relevantes autocorrelacionadas espa-
cialmente, problema frequente na econometria aplicada.
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EDUARDO ALMEIDA

B MODELANDD A DEPENDENCIA ESPACIAL D 5

Como ressaltado por Gibbons e Overman (2012), pode ser dificil representar
0 processo gerador dos dados do fendmeno sob estudo pela especificacio dos
modelos espaciais apresentados neste capitulo por conta do problema de identificagao
dos parimetros. Isso acontece porque a diferenga entre alguns modelos espaciais
¢ pequena para ser bem especificada por meio dos dados observados e pela teoria.
Consequentemente, a apuragéo do efeito causal pode ficar prejudicada.

Mesmo que o modelo esteja bem especificado, com a inclusdo das variaveis
defasadas espacialmente adequadas, nfio h4 ainda garantia de que a estimacgio dos
coeficientes espaciais seja consistente. Isso depende da etapa da estimagdo correta
de um modelo espacial bem especificado. Por exemplo, o modelo SAR envolve a
inclusdo de uma varidvel endogena Wy no seu lado direito. Se o modelo SAR for
estimado por MQO, a estimativa do pardmetro espacial p ¢ inconsistente.

Nesse sentido, as questdes que ficam para ser respondida nos proximos capi-
tulos sdo as seguintes:

a) Que método de estimagio se deve usar para estimar os coeficientes dos

diversos modelos econométrico-espaciais?

b) Como se especificam as varidveis defasadas espacialmente que devem ser
incluidas no modelo bésico (5.1)?

A primeira questdo envolvendo a estimagao é respondida no préximo capitulo,
enquanto a segunda questdo ¢ alvo de anélise no Capitulo 7.
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